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1. INTRODUÇÃO 

 

Os fenômenos de infiltração e movimentação da água no solo 

são tópicos essenciais para o estudo da hidrologia e do ciclo 

de ecossistemas vegetais. Em tais eventos, a capacidade de 

inferir a umidade do solo e sua interação com a vegetação tem 

excelentes práticas em hidrologia, ciência do clima, engenha-

ria, agricultura e gestão de ecossistemas (WENDLAND; PI-

ZARRO, 2010; BRODBRIDGE et al., 2017; KANZARI; MARIEM, 

2017). 

 

A distribuição da umidade no solo é o movimento da água in-

filtrada na zona não saturada do solo, impulsionada por entra-

das de água via infiltração superficial, como chuva, degelo, ir-

rigação, e fluxos causados pela evaporação e retirada de água 

pelas raízes (LAIO et al., 2001; WENDLAND; PIZARRO, 2010; 

KANZARI; MARIEM, 2017; ZHU et al., 2018). Geralmente, o 

modelo usado para dinâmica de água no solo é descrito pela 

equação de Richards (RICHARDS, 1931), a qual combina a lei 

de Darcy estendida a solos insaturados com conservação de 

massa, como visto em (PHILIPP, 1969; HILSS et al., 1989; CE-

LIA et al., 1990). 

 

As soluções desta equação por sua vez são difíceis de serem 

obtidas, sejam elas analíticas ou numéricas, isso se dá pelas 

relações não lineares que ligam a umidade do solo à conduti-

vidade hidráulica do solo e ao potencial matricial (HILLEL, 

1998; KANZARI; MARIEM, 2017). Modelos numéricos disponí-

veis para resolver a tal equação são diferenciados pelas for-

mas da mesma, além das diferentes técnicas de discretização 

e métodos numéricos aplicado às suas soluções. As diferentes 

abordagens podem influenciar significativamente a eficiência 

computacional, a precisão e o comportamento numérico das 

soluções (ZHA et al., 2013). 

 

Os solos por sua vez são inerentemente heterogêneos em di-

versas escalas, geralmente os perfis de solos mostram carac-

terísticas em camadas, nas quais possuem grandes influên-

cias nos fenômenos de infiltração, redistribuição da umidade 

de água no solo e recarga das águas subterrâneas. As proprie- 
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dades hidráulicas, como a condutividade hidráulica não satu-

rada, podem variar de magnitude em diferentes camadas, en-

quanto a umidade do solo pode ser descontínua nas interfa-

ces. Esses fatores representam desafios para a solução nu-

mérica da equação de Richards (ZHA et al., 2019).  

 

A forma θ da equação de Richards, em que θ é o conteúdo de 

água, geralmente não é usada para solos em camadas, dado 

a existência de uma descontinuidade no valor de θ na inter-

face. Hilss et al. (1989) foram os primeiros a desenvolverem 

um modelo em termos de θ para infiltração em um perfil de 

solo em camadas. O modelo foi desenvolvido para um escoa-

mento unidimensional e constante, através de um perfil de 

solo com cinco camadas em condições muito secas, usando 

técnicas de diferenças finitas, usadas para resolver os mode-

los na forma de pressão ψ e θ (MATTHEWS et al., 2004). E, 

para satisfazer as condições de contorno na interface, um sis-

tema de malha foi construído em que a interface está locali-

zada entre dois nós de diferenças finitas, e um salto foi espe-

cificado entre dois nós próximos na interface para contabilizar 

a descontinuidade em θ. Isso permitiu uma solução direta 

para o conteúdo de água na interface (θc) (HILSS et al., 1989; 

MATTHEWS et al., 2004). 

 

Romano et al. (1998) usaram a forma ψ da equação de Ri-

chards, com a aplicação da solução de Hilss et al. (1989), e 

melhoraram o esquema numérico introduzindo nós fictícios na 

interface entre os domínios em ambos os lados das fronteiras, 

resultando em expressões idênticas na interface como visto 

em (HILSS et al., 1989) para (ψc). Contudo, o novo esquema 

exigia uma solução iterativa para determinar os valores de ψ 

nos nós fictícios. Além disso, mostraram que a abordagem em 

(HILSS et al., 1989) pode produzir um erro na interface de até 

4% quando comparado à solução analítica de Srivastava e Yeh 

(1991). 

 

Matthews et al. (2004) resolveram a equação de Richards 

usando o método das linhas (do inglês Method of Lines - MOL), 

e a descontinuidade de umidade é considerada por um algo-

ritmo explícito, e logo depois melhoraram a estabilidade do 

modelo usando um algoritmo implícito para contabilizar a des-

continuidade da umidade do solo, em que também usaram 

nós fictícios na interface, em ambos os lados das fronteiras. 

Dada a vantagem de abordagens em que são utilizados méto-

dos de semidiscretização, como mostrado em Zha et al. 

(2019), e desenvolvendo uma nova abordagem frente ao pro-

blema de descontinuidade presente na interface, por intermé-

dio de uma formulação em domínio único, como os que são 

aplicados em problemas de transferência de calor e massa 

(HIRATA et al., 2007; KNUPP et al., 2014; LISBOA et al., 2018; 

COTTA et al., 2020a; COTTA et al., 2020b; ALMEIDA et al., 

2020 ), o objetivo deste trabalho é desenvolver uma formula-

ção em domínio único, propondo uma função de transição na 

interface, além disso, será usado o método das linhas (SCHI-

ERSSER; GRIFFITHS, 2008), juntamente com um esquema de 

volumes finitos, para obtenção de um sistema de equações 

diferenciais ordinárias (EDOs). 

 

Resultados numéricos foram gerados para teor de água (θ) e 

pressão hidráulica (ψ), mostrando a frente de umedecimento 

ao longo do perfil de solo em duas camadas, em momentos 

diferentes, e os efeitos da condutividade hidráulica saturada 

quando variam ao longo do perfil do solo. 

 

O presente artigo possui várias contribuições à literatura de-

senvolvida ao longo dos últimos anos, dentre eles pode-se 

destacar, a aplicação do método das linhas, empregando um 

esquema de volumes finitos (CELIA et al.,1990; MÄNNICH, 

2008). Entretanto, a principal contribuição é a formalização 

da abordagem em domínio único, em que é proposto uma 

equação de transição na interface, diferente dos trabalhos an-

teriores que tratavam as camadas em domínios separados. 

Dessa forma, o presente trabalho mostra que a estratégia uti-

lizada é uma alternativa viável ao tratamento da descontinui-

dade na interface. 

 

2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

 

A equação de Richards na forma-θ que governa o escoamento 

vertical, unidimensional transiente em solos não saturados, é 

dada como (GARDNER, 1958; MATTHEWS et al., 2004; ZHA et 

al., 2013; BRODBRIDGE et al., 2017; ZHA et al., 2019): 

 

 ¶q

¶t
=

¶

¶z
D(q)

¶q

¶z

é

ë
ê

ù

û
ú -

¶K(q)
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 (1) 

 

em que z [L] é a coordenada vertical, definida como positiva 

para baixo, K [L/T] é a condutividade hidráulica não saturada 

que está em função da umidade (z,t) [L³/L³], D [L²/T] é a di-

fusividade hidráulica da água no solo, a qual segue a relação 

D=K/C, C=d/d é a capacidade de água no solo,  [L] é o 

potencial capilar, também chamada de pressão hidráulica e t 

[T] representa o tempo. 

 

O escoamento governado pela Equação (1) é resolvido sobre 

efeito de um fluxo constante na superfície superior (qs), e na 

fronteira inferior é estabelecida uma condição de saturação. A 

condição inicial é a distribuição do perfil de umidade que é 

correspondente à solução estacionária da Equação (1). Estas 

condições são expressas na forma- da seguinte forma: 

 

 q(z,0) = q
0
(z), 0 £ z £ L  (2) 

 

 ¶q(0,t)

¶z
=

K q(0,t)éë ùû - q
s

D q(0,t)éë ùû

, t > 0 (3) 

 

 q(L,t) = q
s
, t > 0  (4) 

 

A dependência da condutividade hidráulica e da umidade com 

relação ao potencial capilar são dadas pela relação proposta 

por Gardner (1958): 

 

 K = K
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s
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r
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sendo Ks [L/T] a condutividade hidráulica saturada, s [L³/L³] 

a umidade de saturação, o valor atingido pela umidade 

quando todos os poros ficam cheios de água, r [L³/L³] a umi-

dade residual, a quantidade de água que permanece no solo 

após qualquer drenagem imposta quando as forças gravitaci-

onais cessam e  [1/L] um parâmetro do solo que avalia a 

pressão de entrada de ar no mesmo e representa a taxa de 

redução da condutividade hidráulica e da umidade para   

cada vez menor (SRISVASTAVA; YEH, 1991, MÄNNICH, 2008). 

 

2.1. Formulação de domínio único 

 

O modelo empregado no presente trabalho segue o problema 

físico proposto por Srivastava e Yeh (1991), o qual obteve uma 

solução analítica da equação de Richards linearizada, para in-

filtração vertical à taxa constate em direção ao lençol freático 

em solos homogêneos de duas camadas. Tal solução é fre-

quentemente utilizada para verificar a acurácia de modelos 

numéricos para o escoamento insaturado em camadas relati-

vamente muito secas. Para tal análise, os métodos numéricos 

sofrem com problemas de convergência e de balanço de 

massa (ROMANO et al., 1998; BRUNONE et al., 2003; ZHAN e 

NG, 2004; ZHA et al., 2013). 

 

O modelo físico do escoamento de água em meio poroso é re-

presentado pela Figura 1, no qual um perfil retangular de solo 

é adotado. O material poroso tem comprimento L, com N ca-

madas L1,L2,...,LN, nas quais as cavidades estão parcialmente 

ocupadas por ar. 

 

O parâmetro  varia entre uma camada e outra, ou seja, 

12, enquanto a condutividade hidráulica saturada Ks varia 

em relação à posição e será tratada como uma função, na es-

tratégia da abordagem proposta para tratar a descontinuidade 

presente na interface entre camadas. Nessa situação, o fenô-

meno de histerese é desprezado. O fluxo de entrada será 

constante e unidirecional em z (positiva para baixo) e zn, com 

n = 1,2,...,N–1, identifica o término de cada camada. 

 

Figura 1 - Perfil de solo em camadas 

 
 

A lei de Darcy é válida para o escoamento de água líquida em 

meios insaturados para uma forma modificada em que a con-

dutividade hidráulica K é função do teor de umidade , para 

todo domínio, descrita no trabalho de Richards (1931). A hipó-

tese de resolver o modelo em que se apresentam duas ou 

mais regiões de domínio, em um único domínio, consiste em 

combinar as equações governantes para duas regiões em um 

único conjunto de equações válidas para todo o domínio. Para 

tal, a proposição de uma função Ks(z) como sendo uma função 

de transição localizada na interface entre camadas, esta fun-

ção pode ser usada para N camadas. Portanto, pode-se ex-

pressar da seguinte forma: 

 

 K
s
(z) = (K

s(n)
- K

s(n-1)
)f (z)+ K

s(n-1)
,  n = 2,3,...,N      (8) 
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em que n representa a camada, Ks a condutividade hidráulica 

saturada, f(z) o coeficiente de transição e  é um parâmetro 

de contração da faixa de transição de Ks. O termo δ =  ∆z 

representa a distância antes e depois da interface entre os 

dois meios, no qual será realizada a mudança na propriedade 

Ks. O tamanho “2δ” representa a faixa de transição de Ks entre 

os meios e ∆z será adotado como o tamanho da malha de dis-

cretização. Assim, pode-se desenvolver uma solução em re-

gime permanente da Equação (1) em domínio único. 

 

2.2. Solução para a condição inicial 

 

O desenvolvimento de uma solução analítica para infiltração 

transiente unidimensional em um perfil de solo de duas cama-

das foi proposto por Richards [6] e usada na solução apresen-

tada por (MATTHEWS et al., 2004, 2005). Essa solução é vá-

lida para um caso particular em que é usado o modelo de Gar-

dner (1958) descrito pelas Equações (5-7). Portanto, as fun-

ções hidráulicas para a forma-θ são dadas por: 
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Assume-se que o parâmetro  é equivalente entre os tipos de 

solos e que para  = 0, a Equação (7) resulta em C = (s – 

r), uma constante diferente de zero. A presente solução para 

condição inicial fornece um meio para verificar se as condi-

ções de contorno na interface são tratadas corretamente. 

Para uma infiltração vertical constante (qI), em direção ao len-

çol freático em solos homogêneos de múltiplas camadas, tem-

se para a condição inicial em t = 0, um perfil estacionário. Por-

tanto, a partir da Equação (1), para um domínio único, tem-se 

que 0(z) pode ser obtida como: 
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a equação obtida para 0(z) é uma solução de domínio único 

no qual pode ser generalizada para N camadas do solo e é 

semi analítica pois a parte integral será resolvida por um inte-

grador numérico. A função de transição Ks(z) é dada pela 

Equação (8). A condição inicial em termos de   pode ser ob-

tida a partir da Equação (12) usando a relação dada na Equa-

ção (6). 

 

2.3. Solução numérica: Método das Linhas (Method of Lines - 

MOL) 

 

A EDP dada pela Equação (1) faz parte da classe das equações 

diferenciais parabólicas e é uma equação de difusão-advec-

ção, onde o primeiro termo do lado direito representa o termo 

difusivo e o segundo o termo convectivo (BERARDI et al., 

2017, 2018). 

 

Pode-se encontrar na literatura diversas abordagens que tra-

tam dos métodos numéricos para a solução da equação de 

Richards, os quais, na maioria, utilizam técnicas de diferenças 

finitas (FARTHING; OGDEN, 2017; ZHA et al., 2019). Métodos 

de elementos finitos ou método de volumes finitos são a base 

de alguns códigos populares para resolver a equação de Ri-

chards, dentre eles pode-se citar HYDRUS, RichardsFOAM e 

WASH123D que possuem excelentes vantagens para se resol-

ver problemas em 2D e 3D (SIMUNEK et al., 2006; YEH; 

CHENG, 2011; ORGOGOZO et al., 2014). 

 

A abordagem utilizada no presente trabalho é o método das 

linhas (MOL). Em geral o MOL é usado para solução de equa-

ções diferenciais parciais (EDPs) dependentes do tempo. Con-

siste em substituir as derivadas espaciais da EDP por aproxi-

mações algébricas, tomando as derivadas espaciais não mais 

declaradas explicitamente em termos de variáveis indepen-

dentes espaciais. Isto explica a primeira vantagem atrativa do 

método das linhas. Assim, apenas a variável tempo perma-

nece no problema físico, resultando em um sistema de equa-

ções diferenciais ordinárias (EDOs) que podem ser integradas 

por qualquer integrador numérico convencional (SCHIERSSER; 

GRIFFITHS, 2008; ÖZISIK et al., 2017). 

 

A primeira vantagem atrativa do método das linhas, isto é, 

transformar um a EDP em um sistema de EDOs; Então, a con-

veniência de usar a abordagem MOL é que a precisão tempo-

ral pode ser especificada pelo usuário e, portanto, os recursos 

de adaptabilidade de intervalo de tempo disponíveis em solu-

cionadores sofisticados de EDOs (MATTHEWS et al., 2004; BE-

RARDI et al., 2017, 2018). 

 

A integração da equação de Richards agora como um sistema 

de EDOs, é realizada em domínio único, por meio da introdu-

ção de uma função de transição na interface entre as cama-

das, Equações (8-9), respeitando o princípio de conservação 

de massa usado para desenvolver as condições de contorno 

na interface, como visto em (MATTHEWS et al., 2004). 

2.4. Discretização espacial: Método dos Volumes Finitos 

 

A discretização da Equação (1) pelo método dos volumes fini-

tos é realizada por meio da integração em volumes de contro-

les elementares e interpolação. O resultado é uma equação 

algébrica (MÄNNICH, 2008). 

 

A Equação (1) foi discretizada em volumes finitos seguindo os 

passos descritos em (MALISKA, 2004; VERSTEEG; MALALASE-

KERA, 2007). O valor da variável que entra no fluxo difusivo 

ocorre na direção z, i.e., positiva para baixo, o perfil de solo é 

dividido em pequenos volumes na mesma direção em que é 

considerado o fluxo. A interpolação do termo difusivo foi apro-

ximada pelo método ponderado a montante. A variável axial 

do fluxo difusivo foi dividida em N intervalos, como mostrado 

na Figura 2. Em que Nz=N1+N2+...+NN, ou seja, N1=L1/Δz1, 

N2=L2/Δz2,..., NN=LN/ΔzN. Esse procedimento é válido para os 

nós 1≤z≤Nz–1. A superfície do solo está em z = 0, onde é lo-

calizado o nó i = 0, a parte inferior da coluna do solo z = L está 

localizado no nó i = Nz. Como se trata de um domínio único, a 

transição se dará em z = z1, onde solo 1 muda instantanea-

mente para o solo 2. O ponto i = 0 é calculado por uma função 

implícita de 0, dada pela Equação (12). 

 

Figura 2 - Esquema de discretização do domínio 

 
A integração deve ser realizada em cada termo da Equação 

(1), aplicando-se os limites do domínio da região a ser anali-

sada. Neste caso, a aplicação dos limites de integração será 

apenas na variável espacial, dessa forma obtém-se a seguinte 

expressão: 
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Na presente análise, será usada como uma função de interpo-

lação o método ponderado a montante, com a aplicação do 

esquema Weighted Upstream  (WUDS). Dessa  forma,  utilizan- 
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do-se o esquema de diferenças centrais, e o método de inter-

polação acima referenciado, obtém-se o seguinte sistema de 

EDOs: 

 

 dq
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em que, 
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A classificação dos nós (Figura 2) é tal que a superfície do solo 

z = 0 está localizada no nó i=0, e a parte inferior da coluna do 

solo z = L está localizada no nó i = Nz. A interface entre os 

solos 1 e 2 está localizada no nó z1, no pressuposto que o solo 

1 muda abruptamente para o solo 2. Observa-se que o sis-

tema de malha é projetado para que um nó se encontre no 

limite da interface, a fim de se calcular as propriedades nas 

interfaces em termos de dois solos adjacentes. Para esse pro-

pósito, é desenvolvido uma malha em domínio único mediante 

a utilização de uma função de transição como função da posi-

ção z. Dessa forma, a aplicação do método das linhas leva a 

um único conjunto de EDOs acopladas. 

 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Para avaliação do método de solução empregado (MOL), bem 

como o desempenho computacional da abordagem proposta 

no presente trabalho, foi realizada a comparação entre os re-

sultados obtidos e a solução analítica proposta por Srivastava 

e Yeh (1991). A simulação foi realizada utilizando os dados 

referentes de quatro tipos de perfis de solos teóricos proposta 

pelos autores. Na Tabela 1 são apresentados os dados de en-

trada para os perfis de solos homogêneos com duas camadas. 

 

  Tabela 1 - Parâmetros hidráulicos de solo 

 α (cm-1) Ks1 (cm/h) Ks2 (cm/h) 

Caso 1 0,1 10 1 

Caso 2 0,1 1 10 

Caso 3 0,01 10 1 

Caso 4 0,01 1 10 

 

Foram adotados os seguintes valores dos parâmetros hidráu-

licos, s = 0,4, r = 0,06, L1=L2=100 cm (altura da coluna de 

solo), (L,t) = 0,4 (lençol freático com z = 200 cm), qI = 0,1 

cm/h (para t = 0, regime estacionário), qs = 0,9 cm/h (fluxo de 

entrada constante, para t > 0). A duração da simulação foi de 

100 h, tempo para o qual a solução alcançou o estado estaci-

onário. Os resultados foram obtidos em função de θ e, para 

obtenção dos resultados em função de ψ, a relação dada pela 

Equação (6) foi usada. O código foi desenvolvido em lingua-

gem de programação FORTRAN 90/95. Para a solução do pro-

blema de valor inicial dado pelas Equações (14-20), utilizou-

se a sub-rotina IVPAG (IMSL, 1994) com um erro relativo de 

10-8. 

 

Para o Caso 1, uma análise do comportamento da convergên-

cia de malha foi realizada, a qual é apresentada na Tabela 2. 

Os resultados foram obtidos para o potencial θ em diferentes 

posições e diferentes pontos na malha, Nz. Conforme mos-

trado na Tabela 2, os valores de θ foram mostrados em dife-

rentes posições ao longo do perfil e avaliados em dois tempos, 

para t = 1 h e 100 h, com o objetivo de se verificar uma possí-

vel degeneração do algoritmo computacional ao longo do 

tempo e verificar a convergência numérica para o conteúdo de 

água θ, ao longo das camadas de infiltração. Observa-se que 

os valores de θ apresentam boa convergência com Nz = 400 

para as posições z = 10 cm e z = 190 cm próximos à superfície 

e ao lençol freático, respectivamente. Para as posições inter-

nas, próximas à interface, na presença de uma barreira capi-

lar, e da descontinuidade, é observado que à medida que se 

aumenta o número de pontos da malha, os valores tendem a 

convergir em três e cinco dígitos significativos, o que atesta a 

qualidade do código e dos resultados obtidos. 

 

Foi realizada uma análise para se verificar a influência do pa-

râmetro de contração ω do coeficiente de transição. A Figura 

3 apresenta a influência do parâmetro ω na solução do pro-

blema em termos da pressão hidráulica em função da profun-

didade. Nesta figura foi plotado a pressão hidráulica para di-

ferentes valores do parâmetro de contração da faixa de tran-

sição de Ks (i.e., ω = 0.3, 0.5, 1.0 e 10) e, também, se compa-

rou com os resultados de Srivastava e Yeh (1991) para o Caso 

1, no tempo igual a 1 h.
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Tabela 2 - Análise de convergência para t =1 h e t = 100 h 

t = 1 h 

Nz z = 10 cm z = 95 cm z = 100 cm z = 105 cm z = 190 cm 

50 0,0849 0,078 0,090 0,093 0,202 

100 0,0849 0,079 0,092 0,097 0,204 

200 0,0849 0,080 0,093 0,097 0,205 

400 0,0849 0,081 0,092 0,095 0,206 

t = 100 h 

Nz z = 10 cm z = 95 cm z = 100 cm z = 105 cm z = 190 cm 

50 0,0906 0,174 0,303 0,273 0,376 

100 0,0906 0,203 0,331 0,340 0,377 

200 0,0906 0,226 0,347 0,364 0,378 

400 0,0906 0,240 0,356 0,366 0,378 

 
 

Figura 3 – Analise do parâmetro de contração da faixa de transição de Ks, para valores de  
                 ω    .3,  .5,  .      ,     m a açã    m  s va    s d       ên  a d     vastava  
                 e Yeh (1991), para o Caso 1, com o tempo de 1 h 

 

Para valores de ω < 0.3 a função de transição dada pela Equa-

ção (9) tende a diminuir a espessura da região de transição, 

aproximando-se de valores próximos a zero para δ, gerando 

uma singularidade no modelo de transição com impacto nega-

tivo na solução numérica do modelo. Para valores de ω > 0.3 

a singularidade da transição da propriedade Ks é suavizada a 

solução do problema apresenta resultados numérica e fisica-

mente consistentes. Para valores ω entre 0.3 à 0.1, não há 

diferença significativa nos resultados apresentados. Contudo, 

para proposição em que ω = 10, aumentando-se faixa de tran-

sição de Ks entre os meios, observa-se um distanciamento 

maior entre os valores de referência e os valores calculados, 

próximos a interface. Isso se dá pelo aumento da espessura 

da região de transição, tendo como consequência problemas 

em preservar os valores físicos próximos a transição entre ca-

madas. Dessa forma, optou-se por utilizar ω = 0.3. 

Na Figura 4 são mostrados os resultados de θ, em diferentes 

horas e a comparação dos resultados numéricos obtidos em 

função da pressão hidráulica ψ, com os resultados analíticos 

de Srivastava e Yeh (1991), para um valor de pontos na malha 

de Nz = 400, e Δz = 0.5 cm e ω = 0.3. 

 

Uma excelente concordância é observada entre os presentes 

resultados e os da solução analítica de Srivastava e Yeh 

(1991), o que garante a verificação dos resultados obtidos 

com o enfoque do método das linhas. 

 

Buscando-se analisar o comportamento  hidráulico  dos  solos  

sujeitos a uma taxa constante de infiltração durante o pro-

cesso de umedecimento, observa-se diferentes padrões dos 

efeitos de Ks para o Caso 1 em que, Ks1 > Ks2. Por ser uma 

propriedade que relaciona a condutibilidade do solo saturado, 
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referente à capacidade com que a água tende a fluir pelos po-

ros. Nota-se que a frente de umedecimento na primeira ca-

mada tende a se propagar mais rapidamente que na segunda 

camada, ocupando os espaços porosos vazios, e forçando um 

efeito de decréscimo sobre a pressão hidráulica ao longo do 

perfil. 

 
Figura 4 - Distribuição do conteúdo de água e de pressão hidráulica para α=0.1 cm-1, Ks1=10 (cm/h), Ks2=1 (cm/h), Nz=400, Δz=0.5 cm, 

ω=0.3 e t=1, 20 e 100 h: (a) Solução MOL para o conteúdo de água; (b) Comparação do presente resultado com os de Srivastava 

e Yeh (1991) para a pressão hidráulica 

  

 
O comportamento da função K, bem estabelecida nas referên-

cias de Richards (1931) e de Libardi (2005), tende a reduzir 

rapidamente quando θ diminui com seu valor de saturação. 

Alguns dos motivos estão relacionados com o decréscimo da 

seção transversal disponível total para o fluxo à medida que θ 

decai, e ocupação dos poros maiores primeiramente, quando 

θ diminui. Na Figura 5 é apresentado o comportamento desse 

efeito para o Caso 2, o qual adotou-se um valor de α = 0.1 cm-

1 para ambos os solos. Dado agora que Ks1 < Ks2, observa-

se a inversão dos valores de pressão de entrada, e redução 

da taxa da condutividade hidráulica e da umidade à medida 

que a pressão hidráulica é cada vez menor, observando que 

para Ks maiores a pressão de entrada é mais elevada. 

 
Figura 5 - Distribuição do conteúdo de água e de pressão hidráulica para α=0.1 cm-1, Ks1=1 (cm/h), Ks2=10 (cm/h), Nz=400, Δz=0.5 cm, 

ω=0.3 e t=1, 20 e 100 h: (a) Solução MOL para o conteúdo de água; (b) Comparação do presente resultado com os de Srivastava 

e Yeh (1991) para a pressão hidráulica 

  

 

 

Em seguida a simulação ocorre para valores de α menores, 

com o intuído de avaliar seus efeitos sobre os comportamen-

tos das curvas de umedecimento e de pressão hidráulica. As 

Figuras 6 e 7 apresentam os resultados dos Casos 3 e 4 para 

α = 0.01 cm-1. Quando Ks1 > Ks2 (Figura 6), observa-se o 

aumento da velocidade com que a frente de umedecimento 
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ocorre, quando comparada ao valor de α anterior. Pode-se ve-

rificar que para menores valores de α, maior será a pressão 

de entrada de ar no solo, reduzindo a taxa de condutividade 

hidráulica e da umidade à medida que a pressão hidráulica 

diminui, e que α permanece constante, para os ciclos de ume-

decimento e drenagem, quando o fenômeno de histerese é 

desprezível. 

 

Para o Caso 4 em que Ks1 < Ks2, além da pressão de entrada 

diminuir, nota-se que as curvas de umedecimento são mais 

dispersas (Figura 7a) quando Ks menor. Isso ocorre principal-

mente pela pressão de entrada menor, como pode ser visto 

na Figura 7b, e se repete para os outros casos, uma maior 

dispersão das curvas de umedecimento quando a pressão de 

entrada da primeira camada é menor que na segunda. Por-

tanto, para valores de α menores e Ks maiores, a velocidade 

de propagação será maior. 

 

Quanto à descontinuidade presente na interface entre as ca-

madas, essa é fisicamente explicada pela mudança das pro-

priedades hidráulicas da camada 1 para camada 2. Nota-se 

que a pressão hidráulica de entrada na interface é mais ele-

vada para os valores de Ks maiores, e para os valores α me-

nores. Esse efeito se reflete na velocidade com que o escoa-

mento alcança o regime estacionário. 

 

Figura 6 - Distribuição do conteúdo de água e de pressão hidráulica para α=0.01 cm-1, Ks1=10 (cm/h), Ks2=1 (cm/h), Nz=400, Δz=0.5 cm, 

ω=0.3 e t=1, 20 e 100 h: (a) Solução MOL para o conteúdo de água; (b) Comparação do presente resultado com os de Srivastava 

e Yeh (1991) para a pressão hidráulica 

   
 

Figura 7 - Distribuição do conteúdo de água e de pressão hidráulica para α=0.01 cm-1, Ks1=1 (cm/h), Ks2=10 (cm/h), Nz=400, Δz=0.5 cm, 

ω=0.3 e t=1, 20 e 100 h: (a) Solução MOL para o conteúdo de água; (b) Comparação do presente resultado com os de Srivastava 

e Yeh (1991) para a pressão hidráulica 
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A comparação entre a solução numérica e a solução analítica 

melhoram nossa compreensão do processo de infiltração sob 

o estado transiente em solos estratificados. E, embora as so-

luções baseadas nas relações funcionais exponenciais sejam 

restritas para quaisquer aplicações práticas, elas servem 

como meios para verificar muitos modelos numéricos; para es-

coamentos insaturados, especialmente para infiltração de so-

los em camadas muito secos onde os modelos numéricos fre-

quentemente sofrem de convergência e problemas de equilí-

brio de massa. 

 

Dessa forma, o objetivo principal do presente trabalho, é a pro-

posição de uma função de transição para tratar a descontinui-

dade presente na interface entre camadas, em que a modela-

gem em domínio único só é possível pelo uso da Equações (8-

9), como função de transição. Essas podem ser generalizadas 

para N camadas. A análise agora mostrada na Figura 8 consi-

dera 4 camadas com L1=L2=L3=L4=100 cm, Ks1=10 cm/h, 

Ks2 =7 cm/h, Ks3=4 cm/h, Ks4=1 cm/h, α = 0.1 e todos os 

outros parâmetros hidráulicos anteriores mantidos constan-

tes. As condições iniciais seguem também os casos anterio-

res, assim como a homogeneidade do perfil de solo a ser ana-

lisado. Dessa forma, a infiltração de água no solo agora se dá 

na presença de mais de duas camadas, em que a condutivi-

dade hidráulica saturada decresce com a profundidade, ou 

seja, Ks1 > Ks2 > Ks3 > Ks4, até o lençol freático, dado que 

novamente os efeitos de histerese são desprezados, e que α 

é constante, ao longo de todo o perfil. E assim como nos ou-

tros casos, observa-se que o comportamento dos perfis de 

umedecimento e de pressão hidráulica são semelhantes aos 

casos anteriores. O conteúdo de água é crescente quando se 

compara as camadas superiores com as inferiores, bem como 

a pressão hidráulica, a qual representa a pressão de entrada 

sobre a camada, e que é proporcional à medida que Ks decai. 

Os resultados obtidos demonstram que por intermédio de so-

luções numéricas pode-se compreender o fenômeno de infil-

tração em perfis de solo em multicamadas, e que podem au-

xiliar em modelos práticos, e em experimentos de campo, con-

tribuindo para cada vez mais se busque resultados mais pró-

ximos dos modelos reais. 

 

Figura 8 - Distribuição de conteúdo de água e de pressão hidráulica para α=0.1 cm-1, Ks1=10 (cm/h), Ks2=7 (cm/h), Ks3=4 (cm/h), 

Ks4=1 (cm/h), Nz=400, Δz=0.5 cm, ω=0.3, e t=1, 20 e 100 h: (a) Solução MOL para o conteúdo de água; (b) Solução 

MOL para a pressão hidráulica 

   
 

4. CONCLUSÃO 

 

O presente estudo teve como contribuição fundamental o de-

senvolvimento de uma técnica de solução em domínio único, 

e a proposição de uma função de transição para que isso 

fosse possível. Os resultados numéricos, por sua vez, foram 

verificados por meio de uma solução analítica para o modelo 

em questão, e como tal é importante para compreensão do 

fenômeno de infiltração de água em solos estratificados, ho-

mogêneos, bem como o entendimento da importância de al-

guns parâmetros hidráulicos para o fenômeno de infiltração, 

e para o planejamento experimental de futuros trabalhos. 

Os resultados obtidos aqui, fundamentam os esforços para 

desenvolver modelos cada vez mais realísticos, e que possam 

cada vez mais contribuir com o entendimento dos fenômenos 

físicos que envolvem os processos de infiltração e fenômenos  

 

 

correlatos, além disso, mostram que a técnica utilizada no pre-

sente trabalho é uma ferramenta robusta para a abordagem 

do modelo adotado no presente trabalho. 
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