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Resumo – Neste trabalho é proposto um método numérico para a simulação computacional do 

impacto florestal sobre aqüíferos. Por este fenômeno entendemos a variação do nível do lençol 

freático das águas subterrâneas em áreas florestais. O modelo matemático de impacto florestal 

inclui um problema de valor de contorno com condições de contorno livre e de contacto.  

Considerando este problema de contorno contacto-livre  como um problema de otimização de forma  

resolvemos usando a discretização via elementos de contorno. Trabalhamos com as variáveis de 

estado e contorno livre como variáveis independentes, tratamos o problema discretizado como um 

problema de programação matemática não linear e aplicamos o algoritmo do ponto interior para 

resolve-lo. Resultados numéricos são discutidos para um problema teste 2D ilustrativo. 

 

Abstract – Here we propose a numerical method for the computer simulation of forest impact on 

aquifers. With this phenomenon we understand changes in the level of groundwater table beneath 

the areas recovered by trees. The mathematical model of the forest impact includes a boundary-

value problem with free and contact boundary conditions. Considering this free-contact boundary 

problem as a shape optimization problem we perform boundary elements discretization. Assuming 

the state and free boundary variables as independents, we treat the discretized problem as a 

nonlinear mathematical program and apply interior point algorithm to solve it. Numerical results for 

an illustrative 2D test problem are discussed. 
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INTRODUÇÃO  

O impacto florestal sobre aqüíferos surge do efeito do rebaixamento ou levantamento do nível 

do lençol freático, causado pelo desmatamento ou reflorestamento das áreas florestais. Comumente 

são usados métodos experimentais para estudar este fenômeno, por exemplo, ver [1,2,3]. Estes 

experimentos consistem em observações do lençol freático em escalas e tempo real que 

normalmente levam anos. Para prevenir a redução do nível, modelos de balanço hídrico são 

aplicados, [1]. 

Este trabalho propõe um método numérico para simulação computacional  do impacto 

florestal sobre aqüíferos. Desde o ponto de vista hidro-mecânico este fenômeno é um problema de 

escoamento não confinado em meio poroso com possível descarga (evaporação) de fluido através 

do lençol freático causado pela sucção das raízes das arvores. A localização do lençol freático sob a 

sucção florestal, as características do fluxo e a região de contato do aqüífero com o sistema 

radicular das arvores são não conhecidos para este problema. 

O modelo bidimensional do fenômeno do impacto florestal, considerado aqui, inclui um 

problema de valor de contorno com condições de contato e contorno livre, ver [4]. Este modelo fornece 

todas as componentes necessárias para a simulação numérica do impacto florestal. Uma outra 

alternativa e provavelmente uma aproximação mais física para modelar esta classe de problemas pode 

ser usando a  solução de F.E.M para fluidos saturados - não saturados descrito em [5]. 

O fenômeno de escoamento permanente não confinado através de meio poroso pertence a 

categoria de problemas de valor de contorno livre. Uma parte do contorno do domínio do problema, 

chamado contorno livre,  é desconhecido a priori e pode ser encontrado como uma componente da 

solução. Os problemas de escoamentos permanentes não confinados podem ser resolvidos por 

vários métodos tais como: analítico [6], iterativo [7] e o método de transformação de Baiochi [8]. 

Todos os métodos mencionados anteriormente foram propostos para resolver o problema clássico 

de percolação, isto é, sem considerar quaisquer efeito de  infiltração (ou evaporação) sobre o lençol 

freático. Para alguns problemas a solução analítica pode  ser obtida  uma vez que a zona de 

infiltração seja prescrita, [9]. Se uma similar transformação de Baiochi é aplicada para o problema 

de impacto florestal isto nos conduziria a uma desigualdade quase variacional, ver [4], a qual não 

pode ser facilmente resolvida numericamente. 

Nossa técnica para resolver o problema de impacto florestal esta baseado na aproximação de 

otimização de forma. A diferença dos outros métodos que envolvem analise de sensibilidade [10], 

consideramos a variável de estado do sistema e a variável de forma como variáveis independentes. 

Usando a discretização via elementos de contorno, aprontamos o problema de programação 

matemática: encontrar o mínimo de uma função objetivo sujeto a algumas restrições de igualdade e 

(ou) desigualdade. As restrições de igualdade surgem de da discretização da equação de estado e 
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definem a relação entre as variáveis de forma e de estado. Para resolver este problema de 

programação matemática não linear usamos o algoritmo do ponto interior  de Herskovits, [11]. O 

exemplo numérico do problema de impacto florestal é mostrado e comparado com situações 

diferentes incluindo o problema clássico de percolação.  

 

 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE IMPACTO FLORESTAL 

A diferença entre o problema de impacto florestal e o problema de percolação clássico, ver 

[6], é a ocorrência de fluxo através da superfície freática devido ao contato eventual da superfície 

freática com o sistema radicular.  Seja ABCDR ≡  um aberto e,  por conveniência, domínio 

retangular ocupado pelo meio poroso e S o sistema radicular de profundidade d>0, ver Fig. 1. O 

fluido é assumido ideal. O meio poroso homogêneo e isotrópico com coeficiente de permeabilidade 

igual a um. O efeito de capilaridade do lençol freático não é considerado em nosso modelo. 

Assumimos que ocorre fluxo por sucção na taxa )(xε  na parte BW do lençol freático BWM≡Γλ  a 

qual alcança o fundo BCS ≡0  do sistema radicular. A parede esquerda wΓ  de S é assumido 

impermeável. A área de contato entre o aqüífero e o sistema radicular BW é a priori desconhecido e 

pode ser definido junto  com a localização  do resto do lençol freático WM, percolação MT e 

velocidade potencial u em ABWMTD=Ω . Suponhamos também que a função )(xϕ  que define a 

porção WMS ≡Γ 0\λ  do lençol freático é decrescente e é denotado por dhh −≡ 10 . 

                                        

 
Figura 1 - Problema de Impacto Florestal 
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Para o problema de impacto florestal definimos nas partes 021 ,, ΓΓΓ  e σΓ  Do contorno Ω∂  as 

mesmas condições como para o problema  de percolação, ver [6], i.e. 1hu =  sobre 1Γ ,  2hu =  sobre 

2Γ ,  yu =  sobre σΓ ,  0=q  sobre 0Γ . A parte do lençol freático onde não existe  contato S 

novamente é contorno livre. Aqui assumimos condições yu =   e   0=q .  Quando  00 ≠∩Γ Sλ  

temos um fluxo com taxa )(xε  que atravessa a parte do lençol freático λΓ  ao interior de S. 

Assim, obtemos a seguinte formulação matemática para o problema do impacto florestal, ver [4]: 
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onde  nuq ∂∂≡ /    e  n  é a normal externa a λΓ∪Γ0 . 

 

No lençol freático temos condições que tomam a forma de condições de contorno de contato 

ou livre. Chamamos estas condições de condições de contorno “contato-livre”.  Enquanto o 

problema clássico de percolação pode ser formulado como uma desigualdade variacional, e por 

tanto, numericamente resolvido, o problema de impacto florestal é representado por uma 

desigualdade quase-variacional, [4]. Esta formulação quase-variacional é usada para provar a 

existência e unicidade para a solução do problema (P). 

Uma formulação equivalente de (P) pode ser dada em termos de otimização de forma para o 

sistema governado pela equação de Laplace. Seja Φ o conjunto de todas as formas factíveis do 

lençol freático, formado por curvas suaves. O problema de otimização consiste em encontrar Φ∈ψ  

e  u  tal que: 
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O funcional objetivo contem o quadrado do fluxo ao longo da parte livre do lençol freático. A 

escolha da localização do lençol freático ótimo força a função objetivo ser zero e vice-versa. Assim, 

o problema (P1)   interpreta o lençol freático λΓ  como um contorno ótimo. O conceito de contorno 

ótimo inclui somente valores no contorno do domínio e não há necessidade de resolver o problema 

em todo domínio Ω  para encontrar o contorno ótimo. Por outro lado, encontrando λΓ  podemos 

obter  u(x,y) em Ω resolvendo o problema de valor de contorno (1). Por esta razão consideraremos, 

somente, a seguir, a localização do lençol freático. 

No caso do problema bidimensional, descrito pela equação de Laplace, os valores de fluxo e 

de potencial satisfazem no contorno Ω∂≡Γ , a equação integral, [12]: 

∫∫ Γ

∗

Γ

∗ Γ=Γ+ dquduqu )(),()(),()(5.0 χχξχχξξ
,                                                      (2) 

 

onde Γ∈≡ ),( yxχ , ),( χξ∗u  é a solução fundamental da equação de Laplace,  ),( χξ∗q  sua derivada 

normal e Γ∈ξ  é o ponto de colocação. Desta maneira, para definir a localização do lençol freático 

temos o problema: 
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onde 
2

\ 0
)(),( SqquF

λΓ
≡   e os valores de contorno são definidos como o problema (1). 

 

 

DISCRETIZAÇÃO E PROGRAMAÇÃO MATEMÁTICA 

A formulação (P2) nos conduz ao uso do método dos elementos de contorno para a 

discretização  Colocamos E nós (geométricos) e dividimos Γ em E elementos 
∑
=

Γ=Γ
E
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Considerando aproximações funcionais constantes para o fluxo e o potencial para cada 

,,,1, Ejj K=Γ   obtemos a seguinte discretização da equação integral (2): 
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onde )( ii uu ξ= ,  ),( χξ ii uu ∗∗ = , iiii qq Γ∈= ∗∗ ξχξ ),,(   e  ,)(,)( jj qquu ≡≡ χχ  jΓ∈χ , Ej ,,1 K= .  
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Usando as notações ∫Γ
∗ Γ=

j
jiij dqH

 para ji ≠ ,  ∫Γ
∗ Γ=

j
jiij duG

 podemos reescrever esta 

equação na forma matricial como: 

qGuH ][][ = . 

 

Sejam ),( ii yx  as coordenadas dos nós Ei ,,1 K=  e 1111 , yyxx EE == ++ . Então podemos obter 

formulas explicitas para os coeficientes G e H: 
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:,,,1, jiEji ==∀ K  

 ( )( )2/12222 )ln(12 yxyxii aaaaG +−+= ,                                                                  (5) 

π=iiH ,                                                                                                        (6) 

 

onde ),(5.0),(5.0),(5.0),(5.0 1111 jjyjjyjjxjjx yybyyaxxbxxa +=−=+=−= ++++  

),(5.0),(5.0 11 ++ +=+= iiciic yyyxxx   e  kk ωγ ,  são as abscissa e peso da quadratura de Gauss  

respectivamente. 

 

Sejam n, m, l, r  e  k  os números de elementos de contorno localizados nos segmentos 

01 ,,, ΓΓΓΓ λσ  e 2Γ , respectivamente. Seja 1m   elementos na parte 0\ SλΓ  e  2m  elementos na parte 

de contato 0S∪Γ  do lençol freático, então mmm =+ 21 . Também assumimos que as x-coordenadas 

dos nós 0\ SλΓ  e as y-coordenadas dos nós em 0S∪Γ  são fixos. Assim só as y-coordenadas 

definem a localização dos nós pertencentes à percolação e parte livre do lençol freático e as x-

coordenadas definem os nós da parte de contato do lençol freático. Também usamos as seguintes 

notações: ,,,, nKNkRKrLRlL +≡+≡+≡≡   desde que EmN ≡+ . 

Para o problema discreto análogo  (P2) consideramos  como variáveis independentes  o  fluxo 

nos elementos de contorno de LXX K11 :Γ , o potencial nos elementos de contorno de 

RL XX K10 : +Γ ,  o fluxo nos elementos de contorno de σΓΓ ,2 , e  

NKKR XXXXS KK 110 ,:\ ++Γλ    e 21 mEN XX −+ K   respectivamente,  o potencial nos elementos 
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de contorno ,: 10 2 EmE XXS K+−∪Γλ  y-coordenadas dos nós da superfície de percolação ( se 

2≥n ): ,11 −++ nEE XX K   y- e x-coordenadas dos nós do lençol freático: 11−+++ mnEnE XX K  e  

11 −++++ mnEmnE XX K  respectivamente. 
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onde os valores do potencial nos segmentos  σΓ  e  0\ SλΓ  são definidos correspondentemente as 

condições de contorno do problema (1): 
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assim como também como o resto de valores de u e q. 

 

Se existem nós na superfície de percolação (colocando 2≥n  ), as restrições para as y-

coordenadas para estes nós seria: .1,,1,01 −++=≤− + nEEiXX ii K  Temos também as restrições 

do mesmo tipo para as x-coordenadas dos nós na parte de contato do lençol freático se 

.1,,1,0:2 112 −+++++=≤−≥ − mnEmnEiXXm ii K  

A função objetivo é 
∑
−
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=
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. Seguindo as formulas (3)-(6), os coeficientes de H e G 

são funções de X.  Mais precisamente, das y-coordenadas dos nós das partes livres de percolação e 

lençol freático e das x-coordenadas dos nós da parte de contato do lençol freático:  
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fazendo este tipo de discretizaçãao para o problema (P2), obtemos um problema de programação 

matemática não linear: 
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O problema tem 1−++ mnE  variáveis, E restrições não lineares de igualdade, 22 −+ mn  

restrições lineares de igualdade e  11 +m  restrições de tipo “box”.  LOW, UP, LEFT, RIGHT 

definem os limites para as  y-coordenadas e x-coordenadas não conhecidas  dos nós do lençol 

freático respectivamente.  Observemos que o fluxo e o potencial EXX K1  nos elementos de 

contorno e variáveis de forma 11 ++++ mnEE XX K  são variáveis independentes do problema de 

programação matemática (P3 ).   Assim a função objetivo F(X)  é quadrática com relação as 

variáveis do problema. 

Para resolver o problema de programação matemática não linear (P3 ) usamos o algoritmo do 

ponto interior de Herkovits, [11]. Encontramos as y-coordenadas dos nós da parte livre do lençol 

freático e superfície de percolação como também as x-coordenadas da parte de contato do lençol 

freático e também, valores de potencial e fluxo nos correspondentes segmentos de contorno. 

 

 

TESTES NUMERICOS 

Para o problema teste, sejam: 1592.6,2359.1,3014.6 21 === lhh   e 3014.1=d  ( 5.00 =h ). 

Estes dados são tomados para comparar a solução do problema de impacto florestal com o problema 

de percolação, considerado em [13].  O fluxo por sucção é considerado como 1=ε . 

A discretização tem 26 elementos de contorno ( ,1,3,4,5 ==== nkrl  )3,10 21 == mm , 

ver Fig.2. Encontraremos as y-coordenadas de dez nós na parte livre do lençol freático W - M e as x-

coordenadas dos três nós da parte de contato do lençol freático B - W. A posição do no 24 define a 

localização do ponto de contato do lençol freático (ponto W ). As coordenadas dos nós restantes são 

fixos. A posição do lençol freático inicial, usado na primeira iteração do algoritmo, é definido pelo 

segmento de reta B - W0 - M0. Para as restrições de tipo “box” tomamos: 

0.2,0.0,, 20 ==== RIGHTLEFThLOWhUP . 

O programa matemático tem 39 variáveis, 26 restrições não lineares de igualdade, 12 

restrições de tipo “box” e 2 restrições lineares de desigualdade. No algoritmo usamos o critério de 
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parada com precisão 10E-6. Com dados iniciais diferentes, a convergência do algoritmo foi obtida 

em não mais que 20 iterações.  

      

 
Figura 2 - Lençol Freático junto a região de contato obtidos numericamente 

 

As coordenadas obtidas dos nós do lençol freático e valores calculados do fluxo e potencial 

nos correspondentes elementos de contorno do lençol freático são dadas na Tabela 1. Nesta tabela a 

primeira coluna indica o número do no, a segunda e terceira correspondem as x e y coordenadas dos 

nós do lençol freático obtidos numericamente. A quarta coluna mostra o valor do fluxo (potencial) 

calculado nos correspondentes elementos de contorno. A Fig. 2 mostra a localização do lençol 

freático (linha continua B – W – M ) e posições dos nós correspondentes ( 14 – 26 ) calculados 

numericamente. Também são representados os dados do contorno na Fig. 2, i.e. o fluxo nos 

segmentos A - B,  D - T   e  T - M  e o potencial para os segmentos  A – D  e  B - W. 
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Tabela 1 - Coordenadas do lençol freático e valores no contorno obtidos 
no x 

*valor fixo 
y 

*valor fixo 
q 

*valor de u 
14 6.1592* 2.2192 -1.17240E-07 
15 5.7500* 2.8368 -2.82183E-08 
16 5.2500* 3.3175 2.23091E-07 
17 4.5000* 3.8532 5.45910E-07 
18 4.0000* 4.1583 -1.23321E-07 
19 3.5000* 4.4158 -2.90582E-07 
20 3.2500* 4.5345 2.36618E-07 
21 2.8000* 4.7249 -2.24024E-07 
22 2.4000* 4.8467 -2.45834E-07 
23 2.0500* 4.9553 3.35504E-07 
24 1.4643 5.0000* 4.88110* 
25 0.9270 5.0000* 5.14453* 
26 0.4977 5.0000* 5.72835* 

 

Comparamos a localização do lençol freático do problema de impacto florestal com a solução 

de outros problemas não confinados, tendo os mesmos parâmetros geométricos e piezométricos. Os 

resultados são apresentados na Fig. 3. Aqui a curva (1) define a localização do lençol freático para o 

problema de percolação clássico, a curva (2) define a localização do lençol freático para o problema 

não confinado com parede impermeável. A curva (3) representa o lençol freático para o caso de um 

objeto impermeável fixo S0;  a curva (4) é a solução do problema de impacto florestal com taxa de 

sucção constante 1=ε . 
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Figura 3 - Localização do Lençol Freático de Outros Problemas não Confinados 

 

 

CONCLUSÃO 

Este trabalho propõe uma aproximação para a simulação numérica para escoamento 

permanente num meio poroso não confinado com possível descarga através do lençol freático. 

Nosso método combina três aspectos principais: transformação do problema original para um 

problema de otimização de forma, técnica de programação matemática junto a discretização por 

elementos de contorno. Assim, não há a necessidade de fazer qualquer analise de sensibilidade. A 

função objetivo é quadrática com relação as variáveis do problema. O método é simples de ser 

aplicado e pode ser usado para problemas 3D. A simulação numérica mostra que em nosso modelo 

simples o rebaixamento do lençol freático devido à sucção do sistema radicular de florestas é de 

significado relevante. Este resultado sugere que a simulação da sucção de florestas pode ser 

considerado como um meio efetivo para o controle de águas subterrâneas.  
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